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Notación y definiciones

Sean

I N = {1, . . . , n} conjunto de jugadores.

I m ∈ RN donde mi + 1 es el número de niveles de participación del
jugador i .

I Mi = {0, . . . ,mi} conjunto de niveles de actividad del jugador i .

I M = M1 × . . .×Mn coaliciones.

I m = (m1, . . . ,mn) gran coalición.

I M+
i = Mi\{0}.

I M+ = M\{0}.
I función caracteŕıstica v : M → R tal que v(0) = 0.
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Notación y definiciones

Definición
Un juego de elecciones múltiples es una terna (N,m, v) donde N es un
conjunto de jugadores, m ∈ NN y v : M → R tal que v(0) = 0.
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Notación y definiciones

Sean

I MCN conjunto de juegos de elección múltiple.

I P = {(i , j)|i ∈ N, j ∈ M+
i }.

I x : P → R “vector de pagos”, donde xij denota el incremento del
pago del jugador i al cambiar su nivel de actividad de j − 1 a j . RP

conjunto de vectores de pago.

I x(s) =
∑

i∈N

∑si

j=1 xij
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Notación y definiciones

I

Definición
Un juego v ∈ MCN se llama simple si y sólo si v(s) ∈ {0, 1} para todo
s ∈ M+ y v(m) = 1.

I

Definición
Un juego v ∈ MCN se dice cero-normalizado si ningun jugador puede
ganar algo jugando solo, es decir, v(je i ) = 0 para todo i ∈ N y j ∈ Mi .
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∑
i∈N v(sie

i ) para toda
s ∈ M.

I

Definición
Dado un juego v ∈ MCN , su cero-normalización es el juego v0 = v − a,
donde a es el juego aditivo tal que a(je i ) = v(je i ).
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Imputaciones
Núcleo
Conjuntos estables

Imputaciones

I

Definición
Un vector de pago x ∈ RP , se dice

(a) eficiente si y sólo si x(m) = v(m).
(b) racional en incrementos de nivel si y sólo si

xij ≥ v(je i )− v((j − 1)e i ) para todo i ∈ N y j ∈ M+
i

I

Definición
El conjunto de imputaciones I (v) de un juego v se define como el
conjunto de vectores de pago eficientes y racionales en incrementos de
nivel.
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Núcleo
Conjuntos estables

Imputaciones

I Definición
Un vector de pago x ∈ RP , se dice

(a) eficiente si y sólo si x(m) = v(m).
(b) racional en incrementos de nivel si y sólo si

xij ≥ v(je i )− v((j − 1)e i ) para todo i ∈ N y j ∈ M+
i

I

Definición
El conjunto de imputaciones I (v) de un juego v se define como el
conjunto de vectores de pago eficientes y racionales en incrementos de
nivel.

Francisco Sánchez Sánchez Juegos de elección múltiple
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Núcleo
I

Definición
El núcleo C (v) de un juego v se define como el conjunto de imputaciones
tales que x(s) ≥ v(s), es decir,

C (v) = {x ∈ I (v)|x(s) ≥ v(s) para toda s ∈ M}

I

Definición
Sean x , y ∈ I (v) y s ∈ M. Se dirá que y domina x via s si y sólo si
y(s) ≤ v(s) y yi > xi para toda i ∈ car(s).

I

Definición
El d-núcleo DC (v) de un juego v consiste de todas las imputaciones no
dominadas.

Francisco Sánchez Sánchez Juegos de elección múltiple
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Núcleo
Conjuntos estables
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Sean x , y ∈ I (v) y s ∈ M. Se dirá que y domina x via s si y sólo si
y(s) ≤ v(s) y yi > xi para toda i ∈ car(s).

I

Definición
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Núcleo
Conjuntos estables
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I

Teorema
Para todo v ∈ MCN se tiene que C (v) ⊆ DC (v).

I

Teorema
Para todo v ∈ MCN con C (v) 6= ∅ se tiene que C (v) = DC (v).

I

Teorema
Para todo v ∈ MCN se tiene que C (v) y DC (v) son convexos.
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Se cumple que

(a) Todo conjunto estable contiene al d-núcleo.
(b) Si el d-núcleo es conjunto estable entonces es el único

conjunto estable.
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Motivación
Notación y definiciones
Conceptos de solución

Valores
Referencias

Derks y Peters (1993)
van den Nouweland (1993)
Klijn, Slikker y Zarzuelo (1999)

Hsiao y Raghavan(1990)

I

mi = mj

I

Axioma
Dados (w(0), . . . ,w(m)), si v es de la forma

v(y) =

{
c si y ≥ x
0 de otra forma

entonces φi,xi (v) es proporcional a w(xi ).
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Definición
El vector x∗ ∈ M es un portador (carrier) de v si v(x∗ ∧ x) = v(x) para
todo x ∈ M.

I

Axioma
Si x∗ es portador de v entonces

∑
φi,xi (v) = v(m).

I

Axioma
Aditividad

I

Axioma
Dado x0 ∈ M, sea v(x) = 0 siempre que x 6≥ x0, entonces φi,k(v) = 0
para todo k < x0

i , y todo i ∈ N.
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Notación y definiciones
Conceptos de solución

Valores
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Derks y Peters (1993)
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Klijn, Slikker y Zarzuelo (1999)
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Teorema
Existe una única φ que satisface los cuatro axiomas anteriores. Además,

φj,i (v) =
i∑

k=1

∑
xj=k,x 6=0,x∈M

 ∑
T⊆Mj (x)

(−1)t
w(xj)∑n

r=1 w(xr ) +
∑

r∈T [w(xr + 1)− w(xr )]


×(v(x)− v(x − e j)).
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Motivación
Notación y definiciones
Conceptos de solución

Valores
Referencias

Derks y Peters (1993)
van den Nouweland (1993)
Klijn, Slikker y Zarzuelo (1999)

Derks y Peters (1993)

I

Definición
Juegos de ḿınimo esfuerzo,

us(t) =

{
1 si ti ≥ si para toda i ∈ N
0 de otra forma

I

v =
∑
s∈M

δsus

I

δs = v(s)−
∑

t≤s,t 6=s

δs

I

Θij(v) =
∑

s∈M,si≥j

δs∑
k∈N sk
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Juegos de ḿınimo esfuerzo,

us(t) =

{
1 si ti ≥ si para toda i ∈ N
0 de otra forma

I

v =
∑
s∈M

δsus

I

δs = v(s)−
∑

t≤s,t 6=s

δs

I

Θij(v) =
∑

s∈M,si≥j

δs∑
k∈N sk

Francisco Sánchez Sánchez Juegos de elección múltiple
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Juegos de ḿınimo esfuerzo,

us(t) =

{
1 si ti ≥ si para toda i ∈ N
0 de otra forma

I

v =
∑
s∈M

δsus

I

δs = v(s)−
∑

t≤s,t 6=s

δs

I

Θij(v) =
∑

s∈M,si≥j

δs∑
k∈N sk

Francisco Sánchez Sánchez Juegos de elección múltiple
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I

Axioma
Eficiencia∑

i∈N

∑mi

j=1 ϕij(v) = v(m)

Axioma
Monotońıa fuerte
Para todo v, w ∈ MC tales que v(s)− v(t) ≥ w(s)− w(t) con si = j ,
ti = j − 1 y tk = sk para k 6= i , se tiene que

ϕij(v) ≥ ϕij(w).
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Definición
j ∈ M+

i es un nivel vetador si v(s) = 0 para todo s ∈ M tal que si ≤ j .

I

Axioma
Nivel vetador

ϕi1j1(v) = ϕi2j2(v)

para todo par de niveles vetador j1 ∈ M+
i1

y j2 ∈ M+
i2

.

I

Teorema
Una solución ϕ satisface eficiencia, monotońıa fuerte y nivel vetador si y
sólo si ϕ = Θ.
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Teorema
Una solución ϕ satisface eficiencia, aditividad, nivel vetador y nulidad si y
sólo si ϕ = Θ.
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Motivación
Notación y definiciones
Conceptos de solución

Valores
Referencias

Derks y Peters (1993)
van den Nouweland (1993)
Klijn, Slikker y Zarzuelo (1999)

Klijn, Slikker y Zarzuelo (1999)

I Definición
j ∈ M+

i es un nivel nulo si v(s) = 0 para todo s ∈ M tal que si < j .

I

Teorema
Una solución ϕ satisface eficiencia, aditividad, nivel vetador y nulidad si y
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sólo si ϕ = Θ.

Francisco Sánchez Sánchez Juegos de elección múltiple
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